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ABSTRACT

Thermal analysis methods are used in process development for the investigation
of chemical kinetics, for the evaluation of thermal hazards and for the determination
of caloric design data. For these applications heat-flow methods are preferably used.

This paper gives a survey of methods and instruments, and then presents a
new “bench scale heat-flow calorimeter”. The use of this new instrument is illustrated
by investigations on the formation of a Grignard compound and on the ijsomerisation
of trimethyl-phosphite.

ZUSAMMENFASSUNG

Thermoanalytische Methoden werden in der Verfahrensentwicklung eingesetz’
zur Ermittlung kinetischer Reaktionsmodeile fur Optimierungen, zur Festlegung
von Sicherheitskriterien fir technische Reaktionen und zur Bestimmung von kalo-
rnischen Daten fiir die Dimensionierung von Anlagen. Fiir diese Applikationen werden
bevorzugt Wirmefluss-Methoden eingesetzt.

Nach ciner Ucbersicht iiber Messmethoden und Instrumente wird ein ncues
“praparatives Wirmeflusskalorimeter” vorgestellt, das thermische Messungen im
Rahmen synthetisch priparativer Arbeiten ermiglicht. Der Einsatz dieses neuen
Instrumentes wird gezeigt an Untersuchungen zur Herstellung von Grignard Reagens
und zur Isomerisierung von Trimethylphosphit.

EINLEITUING

Unter chemischer Verfahrensentwicklung versteht man die Ausarbeitung von
Produktionsverfahren fiir bekannte chemische Substanzen, wobei entweder die
Produktionsanlage vorgegeben ist (also das Verfahren einer bestehenden Anlage
anzupasscn ist) oder cine Neuanlage zu spezifizieren ist.

Solche Produktionsverfahren miissen hohen Anforderungen beziiglich Sicher-

* Yorgetragen am 2. Symposium der Gesellschaft fiir Thermische Analyst an der Universitit
Konstanz am 5~6. Juli, 1976.
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hctt gentigen (wobei Toxizitit und thermische Gefahren beim Reaktionsablauf be-
sonders zu beachten sind) und sie miissen 5kologisch sauber sein. Sie sollen auch
mdglichst wirtschafilich scin, d.h. dic Ausbeute soll hoch und der Durchsatz der
Anlage soll gross sein. Fiir beides, die Selektivititsoptimierung und die Optumcrung
der Raum-—Zelthusbcutc ist die Kenntnis kinetischer Daten niitziich. -
" Thermoanalytische Methoden haben in der Verfahrensentwicklung vor allem
3 Einsatzbereiche:
Die Festlegung von Slchcrheltshmncn fir die Reaktionsfiibrung;
Die Ermittlung kinetischer Reaktionsmodelle fiir Optimierungen;
Die Bestimmung kalorischer Daten fiir Anlagedimensionicrungen.
Dabei interessieren kalorische Daten wie: ' '
Die Reaktionswirme, die spezfische Warme des Reaktionsgemischs und —
daraus berechenbar — der adiabatische Temperaturanstieg der Reaktion;
Die momentane Wirmeleistung der Reaktion, also: wie rasch wird die Reak-
tionswarme freigesetzt;
Die Warmedurchgangszabl von Reaktorwanden — zur Abschitzung der
Warmeiibertragungskapazitiit eines technischen Reaktors.

MESS-METHODEN UND INSTRIMENIE
Unter Warmefluss- oder Wirmestrom-Kalorimetrie versteht man ein Mess-

prinzip, bei welchem die in einer Probe umgesetzte Warme mit der Umgebung aus-
getauscht wird. Der gemessene Warmefluss von der Probe zur Umgebung entspricht

¥

. et 2 2
Fig- 1. Kalorimetrische Methoden_ Links, Prinzip; rechts, zeitlicher Sigualveriant fiir eine Reaktion
1. Ordnnng.
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Fig. 2. Passiver und aktiver Wirmefluss. Oben, Mess-Prinzip; unten, “typische” Thermogramme.

der momentanen thermischen Leistung der Probe; die Temperatur der Probe bleibt
annidhernd auf dem Sollwert (Fig. 1a). Im Gegensatz dazu wird bei der adiabatischen
Kalorimetrie die Probe thermisch so gut wie maglich von der Umgebung isoliert und
ihre Temperaturanderung als Folge der Wirmeentwicklung gemessen (Fig. 1b). Alle
far die Verfahrensentwwklung praktisch bedeutsamen Methoden sind Warmefluss-
mtethoden.

Man kann die W“armcﬁuss—Methoden klassieren in Direkt-Methoden und
Differential-Methoden. Bei den letzteren wird das Verhalten der Reaktionsprobe
mit dem einer inerten {nicht reagierenden) Probe verglichen. Die Differential-Metho-
den haben den Vorteil, dass Dreckeffekte, die auf beide Probcn gleichermassen
einwirken, weitgehend eliminiert werden,

Ein ebenso wichtiges Charakteristikum ist die Art der Steuerung des Warme-
flusses (Fig. 2). Bei den ilteren Methoden, der klassischen Differential-Thermoanalyse
und anch beim Calvet-Kalorimeter, ist die treibende Kraft fiir den Warmefluss die
Temperaturdifferenz zwischen der Probe und ciner auf Sollwert gehalicnen Umgebung.
Ftir dieses Prinzip ist die Bezeichnung passiver Wérmefluss vorgeschlagen worden®.
Bevor im Reaktionsranm umgesetzte Warme mit der Umgebung ausgetauscht wird,
wird sie dort zundchst in betrachtlichem Masse akkumuliert. Beim aktiver Warmefluss,
der in neueren Mess-Anordnungen realisiert ist, wird die Temperatur der Piobe
kontrolliert und bei klcinsten Abweichungen von Temperatur-Sollwert ein Wﬁrme-
fluss zur Umgebung cxzwungcn



68

'Folgende Regelprinzipien werden in aktiven W“armeﬂuﬁkalonmetcm ange-
wandt (Fig. 3):

Dic Pelticrzxile?,

Die Kompensationsheizung® (hier ist die Umgebung Kilter als die Probc und
es fliesst stindig ein Warmestrom von der Probe zur Umgebung. Die Reaktions-
temperatur wird durch eine Hefzung im Probenraum geha]ten deren Leistung
komplcmemar ist zur Reaktionsleistung).

Die rasche Umsteuerung der Umgebungstemperatur?- €.

Die Tabelle 1 gibt einc Uebersicht iber existierende Warmefluss-Kalorimeter,
Sie ist horizontal gegliedert nach Arbeitsprinzip, vertikal nach Probengrosse.

=) Peftier-Ustiarte ) Kompareyat i Halyrang <} Anpessuryg der
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Fig. 3. Maglichkeiten der Warmefluss-Regelung. C = Tomperatur-Fegler; Ip = Pellierstrom;
w == ckektr. Laistung; T3 = Temperatur-Sollwert; Te = Temperatur des Reaktionsgemisches:
T = Tenperatur des Umgebungsihermostaten.

TABELLE 1

N DER LITERATUR BESCHRIEBENE WARMEFLIISSKALORPMETER

Proben-  Passiv ' Aksiv
grisse Eirzelzelle  Differenz- Einzelzellr Art der Differemn:-
(i) - Afethode Femp. Repelurg Meshode
<1 — DTA , —_— Kompensations- “DSC™s
Heizung
1200 Calvet? Becker® Peltierbatierie
—_ Benzinger® Kahler Kompcnsations- ——
Hei _

Christensen®® Peltierbatterie -+
Kompensations-

> 200 . Baumgartney? priparatives Umgebungs- | —
- Wiarmefiuss- temperatur
Kalorimeters steuern
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- Die Mikromethoden sind rasch und ezfordern wenig Arbeitsaufwand, sie geben
jedoch keine Maglichkeit, wihrend der Messung Reaktanden zusammen zu bringen
oder heterogene Gemische zu riihren. Fermer werden wegen des grossen OberHachen-
zu -Volumenverhiltnisses oft Oberflicheneffekte erfasst, die im technischen Mass-
Stab bedeutungslos sind. _

Die kiuflichen Laborkalorimeter (mit Probengrossen von. 20 bis 200 mi)
erfordern eine gute thermische Abschirmung der Messzelle. Die mir bekannten Typen
sind deshalb unhandlich und far reaktionstechnische Untersuchungen wenig geeignet.

EIN PRAPARATIVES WARMETELSSKAI ORIMETER

Das hier beschriebene Instrument’ ermoglicht die Messung kalorischer Daten
im Rahmen synthetisch priparativer Arbeiten; daher die Bezeichnung “praparativ™”.
Das Mess-System (Fig. 4) besteht aus einem Rihrkesselreaktor mit einern Mantel,
in welchem ein Wirmetriigerdl rasch zirkuliert. Die Temperatur des Mantels wird
durch einen Regler so eingestellt, dass diec Temperatur des Reaktionsgemisches genau
auf Sollwert gehalten wird, dass also im Reaktor eingesetzte Warme in dern Masse
an die Umgebung abfliesst wie sie entsteht. Als Mass fir den Warmefluss dient die
sich einstellende Temperaturdifferenz zwischen Reaktionsraum und Mantel, ent-
sprechend der Wirmeleitgleichung

g=Kk-F-aT
mit K = Wirmcdurchgm‘ngskocﬁizient; F = wirksame Austauschfliche.

Der Eichfaktor K - F wird bestimmt durch Zuschalten einer elektrischen Heizung
bekannter 1eistung, die irn Reaktionsraum untergebracht ist. )
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Fig_ 4. Priparatives Wirmefluss-Kalorimeter. Prinzip-Schema.
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Fig 5. Praparatives Warmcfluss-Kalorimcter.

Figar 5 zeigt cine Aunsicht des Gerates. Das fahrbare Hauptaggregat links
enthilt im Sockel eine Kiihimaschine, daruber links die Energieversorgung, rechts
den Thermostaten. der den Reaktor tragt. Die Tatsache, dass dieser Reaktor nicht
isoliert werden muss, dass also simultan mit den thermischen Messungen visuelle
Beobachtungen moglich sind. ist ein besonderer Vorteil des gewihiten Messprinzips.
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Auf dem Tisch rechts befinden sich die Steuerclekironik fur Temperatur-Regejung
und Programmierung und fur die Eichung, ferner das Registriergerit.

Im Reaktor lassen sich Temperaturen zwischen —20 und 200°C einstelien.
Die Temperatur ist auf- und ab-stecigend programmieroar mit 1 bis 200°C pro Stunde.
Der zulissige Arbeitsdruck betrdgt im Glasreaktor 3 bar: in Mctallreaktoren, die
in den Werkstofilen V4A, Titan und Email zur Verfugung stehen, bis 50 bar. Die
Reaktorfullung muss fur thermische Messungen zwischen 1 und 2 | betragen. Die
Ansprechempfindlichkeit des Mess-Systems licgt fiir niedrig-viskose Fliissigkeiten
bei 0,5 W.

Das Thermogramm der Hydrolyse von Essigsaureanhydrid (Fig. 6) zeigt die
Funktion des Instrumentes. Aufgezeichnet ist die Temperaturdiflerenz zwischen
Reaktionsgemisch und Reaktormantel. Die Warmeentwicklung beginnt nach Zugabe

ey,
[ET CCE YR e,

s 10 = 20 t Maj 75

Fig. 7. Loganthmierte Warmefiuss-Kurven (Acetanhydrid-Hydrolyse).
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des Anhydrids in das im Reaktor vorgelegte Wasser. Nach ¢iner Einschwingzeit von
ca. 2 Min zeichnet das Gerat die Reaktionsleistung auf.

Diese Warmeleistung ist ein Mass fiir die momentane Reaktionsgeschwindigkeit,
darauns kann man die chemische Kinetik ableiten. Aus der Fliche unter der Kurve
erhalt man die Reakrionswarme. Die Eichung dient der Bestimmung des Kalibrier-
faktors (zwischen der gemessenen Temperaturdifierenz und der interessierenden
thermischen Leistung); man erhalt daraus auch den Warmedurchgangskoeffizienten.

Bei der kipctischen Auswertung der Thermogramme ist zu beachten, das
primir Geschwindigkeits-Information erhalten wird (wihrend bei klassisch-kine-
tischen Methoden in der Regel Konzentrationen zu bestimmten Zeiten gemessen
werden). Dic Auswertung isothermer Messungen ist in der Regel einfach. Dic gezeigte
Essigsdurcanhydrid-Hydrolyse z.B. ist unter den gewahlten Bedingungen erster
Ordnung beziglich Anhydrid. Die Gleichung fiir den Konzentrationsverlauf lautet

c=c,-c ™

Durch Differentiation erhilt man die Geschwindigkeitsgleichung
= —k-c,-e %

und den zeitlichen Leistungsverlauf

q= —n-AH-élmn-AH-k-c,-e""

Durch Logarithmieren folgt

Ta(g) = —kr + const., resp. dﬂ:lq) = —k

Man erhilt also in diesem Fall aus der Steigung der logarithmierten Leistungskurve
direkt die Geschwindigkeitskonstante. Fig. 7 zeigt solche logarithmierte Leistungs-
verlaufe fiir verschiedene Temperaturen. '

Bei Temperatur-programmierten Experimenten erhilt man als zusitzliche
Information die Wirnmeckapazitit der Reaktionsmasse und im Prinzip in einem
einzelnen Lauf die Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten und die Aktivierungs-
energie. _

" Uber die Auswertung von nicht isothermen Thermogrammen existiert eine
umfangreiche Literatur (fiir diesbeziigliche (Jbersichten siche z.B. Lit. 1 und 11).
Wir verwenden einerseits graphische Methoden, andererseits ein Rechnerprogramm,
welches das Warmeflussexperiment simuliert und die Modellparameter iterativ
variiert, bis cine spezifizierte Ubcrcinstimmung zwischen berechneter und gemessener
Wirmeflusskurve erreicht ist'%, .

SICHERHETTSKRITERIEN FUR DIE TECHNISCHE REAKTIONSFUHRUNG

| Exotherme Reaktionen konnen gefahrlich werden, weil nicht abgefiihric Warme
die Temperatur steigert, was die Reaktionsgeschwindigkeit und damit die Wiarme-
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erzeugungs-Geschwindigkeit beschleunigt. Eine adiabatisch ablaufende Reaktion mit
hohem potentiellem Temperaturanstieg nimmt grundsatzlich einen explosionsartigen
Verlauf (wie z.B. in Fig. 10 gezeigt ist). Die Folgen der hohen Temperaturen sind
hoher Dampfdruck des Reaktionsgemisches und in der Regel die Bildung gasformiger
Nebenprodukte.

Viele Reaktionsgemische sind thermisch nicht stab:l (das gilt z.B. far fast alle
Nitroverbindungen); sie zersetzen sich oberhalb einer kritischen Temperatur unter
Wirmeentwicklung. Ein grosser Teil der schweren Unfallereignisse der letzten Jahre
gehort in diese Klasse. Die thermische Instabilitit einer Substanz und auch das
kritische Temperaturgebiet konnen mit einfachen thermoanalytischen Mitteln erkannt
werden. Neben den klassischen thermoanalytischen Mikro-Methoden (DTA, DSC)
ist hier vor alfemn ein von Litolf ausgearbeiteter Thermostabilititstest'® zu nepnen.

Wenn die Gefahr erkannt ist, gilt es sicherzustellen, dass die gefihrliche
Temperatur nicht erreicht werden kann, wobei insbesondere Erwarmung durch die
Exothermie einer erwiinschten Reaktion oder durch Riihrwirme oder durch ver-
sehentliches Heizen ausgeschlossen werden muss.

Viele im technischen Masstab durchgefihrte Reaktionen sind so stark exotherm
dass sie bei unkontrolliertem Ablauf einen gefahriichen Verauf nehmen wiirden.
Wenn irnmer moglich fihrt man solche Reaktionen kontinuierlich oder (falls absatz-
weise) dosierungskontrolliert durch, unter Bedingungen, bei welchen die Komponenten
in dem Masse durch Reaktion verbraucht werden, wie sie zugefiihrt werden. Gefahr-
lich ist bei dieser Reaktionsfiih-ung die Akkumulation, die Ansammlung von nicht-
reagiertem Material im Reaktor.

Akkumulationsursachen kénnen zum Beispiel sein: nicht anspringen (eine
Grignard-Reaktion muss initialisiert werden, wobei es gar nicht leicht ist, fest-
zustellen ob die Reaktion “12uft™); ungeniigendes Mischen der Reaktanden; und
unterkizhien (fur Reaktionen, die relativ langsam ablaufen, sind untere Temperatur-
grenzen cbenso bedcutungsvoll wie obere Temperaturgrenzen fur zcrsetzhchc Ge-
mische).

In manchen Fillen ist die dosierungskontrollierte Reaktionsfuhrung nicht
maoglich oder nicht wirtschaftlich. Die alternativen Arbeitsweisen, bei welchen die
Reaktionskomponenten unter Bedingungen, bei welchen die Reaktion nicht oder
sehr langsam ablduft, gemischt werden und dann temperaturprogrammiert, adiaba-
tisch oder durch Katalysatorzugabe zur Reaktion gebracht werden, erfordert eine
besonders sorgfaltige Abklarung der Sicherheifiskriterien.

ANWENDUNGEN
Herstellung von Grignard-Reagens

RX 4 Mg — RMgX

Diese Reaktion ist im Labor und erst recht im technischen Masstab nicht schr beliebf.
Sie ist stark exotherme und springt schlecht an, verlduft aber nach dem Anspringen
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Fig. 8. Grignard-Reaktion. Einfluss der Initialisiening. Gestrichelt, dosierte Menge an Alkyl-
halogenid; ausgrzogen. Warmefiuss; strichpunktiert, Temperatur.

sehr rasch. Im Labor fiithrt man sie gewohnlich so durch, dass man das Magnesium
im Losungsmitiel vorlegt, einen kleinen Anteil des Halogenids zugibt, zum Sieden
erwarmt, wartet bis die Reaktion anspringt und dann den Rest des Halogenids lang-
sam zufliessen lasst. Im technischen Masstab ist man auof sichere Initialisierungs-
- prozedoren angewiesen (auf die hier nicht eingegangen werden kann); denn ein An-
lanfen der Reaktion nach dem Zulauf des gesamten Halogenids hitie katastrophale
Folgen. Unsere Untersuchung galt also der Benrteilung von Initialisierungsprozeduren.
Die Thermogramme {Fig. 8) zeigen, dass die Reaktion bei korrekter Initiali-
sietung (links) praktisch verzégerungsfrei ablduft. Ohne Initialisierung (rechts) wizd
wihrend der Dosicrung keine Wirme freigesctzt, es muss im Gegenteil Wirme
zugefibhrt werden zur Aufwdrmung des kalt zulanfenden Halogenids. Nach dem
Start Iauft die Reaktion so rasch, dass das Gemisch iibersiedet; im technischen Mass-

stab wire eine Kesselexplosion die Folge,

Isomerisierung von Trimethylphosphit (1)

CcH,—O b .
Kot CHy—O
CI-I;-*O-\—)P —_— >§-—~cu,
CHy—O a0

Diese stark exotherme Isomerisierung, die zu Dlmcthylmethanphosphonat fohrt, ist
eine unerwm:schtc Nebenmakuon bei Phosphomerungen mit Tnmcthylphosphxt und
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Fig. 9. Isomcrisiccung von Trimethylphosphit. (3) Oben, Warmefluss-Kurve; (b) unten, Umsatz-
kurve. :

eine potentielle Gefahr beim Umgang mit Trimethylphosphit. (Der adiabatische
Temperaturanstieg dieser Reaktion betragt ca. 600°C.) Die Isomerisierung hat aber
auch technisches Interesse, da Dimethylmethanphosphonat ein nitzliches L&sungs-
mittel und Zwischenprodukt ist. '

Die Reaktion lauft nur in Gegenwart von Katalysatoren. Mit Methyljodid als
Katalysator nimmt sie den in Bild 9 gezeigten Verlauf: Vor Katalysatorzugabe keine
Reaktion, nach Katalysatorzugabe cine bei konstanter Temperatur zunichst stark
ansteigende Reaktionsgeschwindigkeit. bedingt durch die mit steigendem Umsatzgrad
wachsende Polaritit des Reaktionsgemisches. Die richtige Arbeitsweise fir den
technischen Masstab ist hier das Zudosieren von Trimethylphosphit in vorgelegtes
Dimethylmethanphosphonat. Im Labormasstab lauft die in Fig. 9a gezeigte Reak-
tionsweise harmlos; im technischen Reaktor (z.B. einem 1000 1 Kessel) reicht die
Kiihlkapazitit nicht aus, sodass die Reaktion bald einen quasi-adiabatischen Verlauf
nimm?t. Der Temperatur- und Dampfdruck-Anstieg erfolgt dabei so rasch, dass eine
Stabilisierung der Temperatur am Siedepunkt nicht zu erwarten ist und die Dampi-
entwicklung ist so gross, dass ein drucklos betricbener Reaktor wie ein geschlossenes
Gefiss wirkt. Figur 10 zeigt den fur diese Bedingungen berechneten Temperatur-
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Fig- 10. Isormerisicrung von Trimethylphosphit. Simuolation «ies durchgehercden Ansatres.

verlauf, basierend auf den im Warmeflusskalorimeter ermittelten thermischen Daten™.
Da Trimethylphosphit in grossen Quantititen gehandhabt wird, war abzu-
klarepn, ob zufallige Verunreinigungen die Isomerisierung katalysieren konnen und
wic dic Isomerisicrung inhibicrt werden kann.
_ "Figur 11 zeigt einen Versuch zu Katalyse und Inhibition, der auch die Einfach-
heit des Arbeitens i Kalorimeter zeigt. Folgende Eingriffe sind bezeichnet:
{a) Start der Isomerisierung durch eine erste CH;J—Pomon.
(b) Beschieunigung dér Reaktion durch eine zweite gleich grosse CH;J-Portion.
(c) Bremsung der Redktion durch eine erste Trizethylamin-Portion.
(d) Zugabe einer zweiten Triithylamin-Portion.
(c) Zugabecmerdmtchnathylamm-Pomon (volhgchtlllstanddercaknon)
(f) erneuter Start der Isomerisierung durch CH;J-Zugabe. _
Man erkennt, dass Verdoppelung der CH;J-Menge die Reaktionsgeschwindig-
keit verdoppelt und dass Triathylamin das Methyljodid sehr rasch in exothermer
Reaktion bmdct- _

Anmhmﬂiird:ﬁmu!aumlt[ﬂli(&d,x 3m&calm"h"1 Wassuzntnlanonmmmd,
Kithiwassertesnperatar 20°C: proportional wirkende Kaskadenregelung (Sollwertabweichung der
Innentemnperatur bestimmt den Sollwert der Man:elmnpe:amr} m:tanunVuui:tungsmhﬁlms
ms-mmmmmmmd;m1
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Fig. 11. Isomerisicrung von Trimethy!phosphit. Katalyse und Inhibition (ErklZrungen im Text).
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- Fig. 12. Isomerisicrung von Trimethylphosphit. Abhingigkeit der Geschwindigkeitskonstanten &
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‘Dic systematische Suche nach Isomerisierungskatalysatorén hat ergeben, dass.

‘ Mctal}halogcmde ebenfalls katalytisch wirken; aber so scbwach -dass eine Auslusnng
dcr Isomcnsxerrmg durch zuf"all:gc Verunrexmgungcn mcht zu. befiirchten st -
) Von methodischem Interesse ist der Vcrglclch des thcrm:sch (durch Integmhon
der Le:sm.ngshme) enmtlelten Umsatzverlaofs mit. dem chc:msch (durch Jodo-
metrische Titration von Tnmethylphosphlt) bestxmmten Umsalz (F' g 9b). Dic
thermische Umsatzkurve liegt innerhalb des Strcubcrelchs der chemisch bestimmten
-Umsatzdat:n Bc: der thermischen Analyse (F ig. 9a) wird. aber dcr zclthchc Vcr!auf
_dn— Rmkhonsgcschmndlgkc:t, also die clgcnthche kinetische Informanon, viel ge-
nauer erfasst, als er durch Drﬂ'crenuauon einer chem:sch besﬂmmten Umsatzkurve
erhaltcu werden kann. | :

- Ebenfalls erwahnenswert ist dle Interprctahon der iﬂ)crraschcnden Isomeri-
:m:mngshnetik. Zu ezwarten wire eine Kinetik erster Ordnung, also isotherm eine
monoton abfallende Reaktionsgeschwindigkeit. Die ‘starke Beschleunigung - der
Reaktion nach der Katalysator-Zugabe hat ihre Ursache in der Polarititsinderung
des Rmktlonsgumschs als Folge der Umwandlung. Macht man den Ansatz erster
Ordnung

2= kT, €)- (I — )" canyy
mrl x = Umsatzgrad; e = D:elcku'izitﬁtskonstante

und tragt den so ermittelten k*-Wert logant]m:usch gegen das Polaritatsmass
(e — 1)/(2¢ + 1) avf, so erhilt man die von der Theorie geforderte Gerade (Fig. 12).
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